
مســئله: حجم چهاروجهي محدود به صفحه‌هاي مختصات و 
x را بيابيد. y z+ + صفحة 1=

يگانه: انتگــرال‌ يگانه راه مناســبي براي محاســبة حجم اين 
چهاروجهي در اختيــار ما قرار مي‌دهد. در اينجا مســئله را با روش 
»برش« )شكل 1( كه به محاسبة انتگرال يگانة ساده‌اي منجر مي‌شود، 

حل مي‌كنيم.

در شــكل 1 واضح اســت كه صفحة ثابت z= c )موازي صفحة 
 DEF قطع مي‌كند و DEF را در ناحية OABC چهاروجهــي )xoy

x و  z= −1 كي مثلث قائم‌الزاويه و متساوي‌الســاقين به ضلع‌هاي 
) است. z)− 21 1

2
y و مساحت  z= −1

لذا:
v ( z) dz ( z)= − = − − =∫
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دوگانــه: بــا توجــه بــه شــكل 2 واضــح اســت كــه: 

 و در آن، R ناحية مثلثي‌شــكل سايه‌دار 
R

v ( x y)dA= − −∫∫ 1
اســت كه در صفحة xoy به خط‌هــاي x=0 و y=0 و x+y=1 محدود 
شده است و A مساحت ناحية R به ازاي هر افراز ناحية R با خط‌هاي 

موازي با محورهاي مختصات است.     
بنابراين:

x
x

v dx ( x y)dy ( ( x)y y )dx

( x) dx ( x)

−
−  = − − = − − =  

− = − − =
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تذکر: اگرf(x,y)=1  را اختيار كنيم، در اين صورت انتگرال دوگانة 
 دقيقاً همان مساحت ناحية مثلثي‌شكل R خواهد بود؛ زيرا:

R

dA∫∫
x

dx dy ( x)dx

( x)

−
= − =

− − =

∫ ∫ ∫
1 1 1

0 0 0

2 1
0
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1 11
2 2

دوگانه: چهاروجهي جســمي سه‌بعدي اســت و از بالا به رويه 
 z (x, y)= ϕ =1 0 z و از پاييــن بــه  (x, y) x y= ϕ = − −2 1

محدود اســت. ناحية‌ بســته و محــدود R در صفحــة xoy داراي 

 اســت و مي‌دانيــم كه رابطة 
R

f (x, y)dxdy∫∫ انتگــرال دوگانة 
z معادلة كي سطح در دستگاه كارتزين  (x, y) x y= ϕ = − −2 1

اســت. مرز ناحية بستة R منحني بســته‌اي مانند C را بر اين سطح 
مشــخص مي‌كند، به‌طوري كه تصوير منحني C همان مرز R است. 

بنابراين:
x

x x

v ( (x, y) (x, y))dxdy

( x y)dxdy ( ( x y)dy)dx

( x x )dx ( x x x )

−

− −

= ϕ −ϕ

= − − = − −

= − + = − + = − + =

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫
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حل يك مسئله با استفاده از
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علی‌اکبر جاویدمهر

دبیر ریاضی استان قم



 f (x, y, z) سه‌گانه: با در نظر گرفتن شكل 2 فرض كنيم: 1=

 z f (x, y) x y= = − −1 و   
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شکل3

OA ( , , ),OB ( , , ),OC ( , , ),

AB ( , , ),AC ( , , )

i j k
AB AC i j k

AB AC ( , , )

V OA.(AB AC)

( ) ( ) ( )
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  حجم متوازی‌السطوح        

عموماً محاسبة انتگرال ســه‌گانه به محاسبة سه انتگرال ساده و 
متوالي و يا كي انتگرال دوگانه و كي انتگرال ساده منجر مي‌شود.
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ABC ارتفاع مثلث
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روش چهارم: 
)A كنج  , , ), B( , , ) , C( , , )10 0 0 10 0 0 1 بــا توجه به شــكل 3: 
 x+y+z=1 با معادلة ABC قائمه اســت و صفحة مثلث OABC

قاعدة هرم )چهاروجهي( را مي‌سازد. مثلث ABC متساوي‌الاضلاع 
 BC AC AB= = = + =2 21 1 است و اندازة هر ضلع آن 2

( است. AB ( ) ( ) ( )= − + − + − =2 2 21 0 0 1 0 0 2 )يا 
اگــر h را ارتفاع هرم فرض كنيم كــه از رأس O بر قاعده )يعني 
مثلث ABC( رسم مي‌شود، اندازة فاصلة O از صفحة مثلث AB مقدار 

h خواهد بود.

با توجه به اينكه:
،OA.(AB AC) OA.OB. OC OA.(OB.OC)× = =
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V1 را مي‌توان از دترمينان زير هم حساب كرد:


v OA.OB.OC

v v v
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تمرين: حجم جسم محدود به رويه‌هاي زير را حساب كنيد.

x y z , x , y , z
a b c
+ + = = = =1 0 0 0

abcv =
6

جواب: 
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v dzdydx, dz x y
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x x v ( x x )dx
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يا:
روش پنجم، استفاده از ضرب خارجي بردارها:

حجم هرم OABC كه كنج OABC قائمه نيز هست )در حالت 
كلي لازم نيست قائمه باشد(، با استفاده از حجم متوازي‌السطوح نيز به 

دست مي‌آيد:
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