
مســئله: حجم چهاروجهي محدود به صفحه هاي مختصات و 
x را بيابيد. y z+ + صفحة 1=

یگانه: انتگــرال  یگانه راه مناســبي براي محاســبة حجم این 
چهاروجهي در اختيــار ما قرار مي دهد. در اینجا مســئله را با روش 
»برش« )شکل 1( كه به محاسبة انتگرال یگانة ساده اي منجر مي شود، 

حل مي كنيم.

در شــکل 1 واضح اســت كه صفحة ثابت z= c )موازي صفحة 
 DEF قطع مي كند و DEF را در ناحية OABC چهاروجهــي )xoy

x و  z= −1 یک مثلث قائم الزاویه و متساوي الســاقين به ضلع هاي 
) است. z)− 21 1

2
y و مساحت  z= −1

لذا:
v ( z) dz ( z)= − = − − =∫
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دوگانــه: بــا توجــه بــه شــکل 2 واضــح اســت كــه: 

 و در آن، R ناحية مثلثي شــکل سایه دار 
R

v ( x y)dA= − −∫∫ 1
اســت كه در صفحة xoy به خط هــاي x=۰ و y=۰ و x+y=1 محدود 
شده است و A مساحت ناحية R به ازاي هر افراز ناحية R با خط هاي 

موازي با محورهاي مختصات است.     
بنابراین:

x
x

v dx ( x y)dy ( ( x)y y )dx

( x) dx ( x)

−
−  = − − = − − =  

− = − − =

∫ ∫ ∫

∫
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تذكر: اگرf(x,y)=1  را اختيار كنيم، در این صورت انتگرال دوگانة 
 دقيقاً همان مساحت ناحية مثلثي شکل R خواهد بود؛ زیرا:

R

dA∫∫
x

dx dy ( x)dx

( x)

−
= − =

− − =

∫ ∫ ∫
1 1 1

0 0 0

2 1
0
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1 11
2 2

دوگانه: چهاروجهي جســمي سه بعدي اســت و از بالا به رویه 
 z (x, y)= ϕ =1 0 z و از پایيــن بــه  (x, y) x y= ϕ = − −2 1

محدود اســت. ناحية  بســته و محــدود R در صفحــة xoy داراي 

 اســت و مي دانيــم كه رابطة 
R

f (x, y)dxdy∫∫ انتگــرال دوگانة 
z معادلة یک سطح در دستگاه كارتزین  (x, y) x y= ϕ = − −2 1

اســت. مرز ناحية بستة R منحني بســته اي مانند C را بر این سطح 
مشــخص مي كند، به طوري كه تصویر منحني C همان مرز R است. 

بنابراین:
x

x x

v ( (x, y) (x, y))dxdy

( x y)dxdy ( ( x y)dy)dx

( x x )dx ( x x x )

−

− −

= ϕ −ϕ

= − − = − −

= − + = − + = − + =

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫
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حل یك مسئله با استفاده از
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x+y=1 شکل1

شکل2
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علی اكبر جاویدمهر

دبير ریاضی استان قم



 f (x, y, z) سه گانه: با در نظر گرفتن شکل 2 فرض كنيم: 1=

 z f (x, y) x y= = − −1 و   
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OA ( , , ),OB ( , , ),OC ( , , ),

AB ( , , ),AC ( , , )

i j k
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AB AC ( , , )

V OA.(AB AC)
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  حجم متوازی السطوح        

عموماً محاسبة انتگرال ســه گانه به محاسبة سه انتگرال ساده و 
متوالي و یا یک انتگرال دوگانه و یک انتگرال ساده منجر مي شود.

| |O( . . ) h ,

ah ,a

+ + −
⇒ = = =
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′ = =
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ABC ارتفاع مثلث

ABC ABC
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ah ' , S S

, V h.s V

= = ⇒ =
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روش چهارم: 
)A كنج  , , ), B( , , ) , C( , , )10 0 0 10 0 0 1 بــا توجه به شــکل 3: 
 x+y+z=1 با معادلة ABC قائمه اســت و صفحة مثلث OABC

قاعدة هرم )چهاروجهي( را مي سازد. مثلث ABC متساوي الاضلاع 
 BC AC AB= = = + =2 21 1 است و اندازة هر ضلع آن 2

( است. AB ( ) ( ) ( )= − + − + − =2 2 21 0 0 1 0 0 2 )یا 
اگــر h را ارتفاع هرم فرض كنيم كــه از رأس O بر قاعده )یعني 
مثلث ABC( رسم مي شود، اندازة فاصلة O از صفحة مثلث AB مقدار 

h خواهد بود.

با توجه به اینکه:
،OA.(AB AC) OA.OB. OC OA.(OB.OC)× = =
        

V1 را مي توان از دترمينان زیر هم حساب كرد:


v OA.OB.OC

v v v

= = = ⇒

= ⇒ = × =

1

1

1 0 0
0 1 0 1
0 0 1

1 1 11
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تمرین: حجم جسم محدود به رویه هاي زیر را حساب كنيد.

x y z , x , y , z
a b c
+ + = = = =1 0 0 0

abcv =
6

جواب: 

x x y x y

x x

x x y x

x

v dzdydx, dz x y

( x y)dy (y xy y )

x x v ( x x )dx

v ( x x x)

v dxdydz ( ( x y)dy)dx

(y xy y ) dx

− − − − −

− −

− − − −
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 = − −  
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v ( x x )dx

( x x x )
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یا:
روش پنجم، استفاده از ضرب خارجي بردارها:

حجم هرم OABC كه كنج OABC قائمه نيز هست )در حالت 
كلي لازم نيست قائمه باشد(، با استفاده از حجم متوازي السطوح نيز به 

دست مي آید:
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